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Нормальная и производительная работа концевых фрез при обработке древесных материалов возможна при отсутствии 

больших значений упругих деформаций рабочей части. Выполнение этого условия достигается созданием в корпусе фрезы не-

обходимого напряженного состояния за счет геометрических характеристик и режимов эксплуатации. Долговечность конце-

вых фрез, оснащенных пластинками из твердого сплава, во многом зависит от соответствия концентрации переменных 

напряжений усталостным характеристикам материала корпуса фрезы, от износа зубьев и периода их стойкости, от прочно-

сти крепления режущих пластин из твердого сплава. Наличие абразивных изнашивающих включений в плитных материалах 

приводит к быстрому износу и затуплению зубьев фрез. Усилия, действующие на фрезу со стороны сил сопротивления реза-

нию, приводят к упругому отжиму системы шпиндель-фреза, трению задних поверхностей об обрабатываемый материал, 

нагреву и облому фрез. Отсюда низкая несущая способность и износостойкость концевых фрез обуславливают их непродол-

жительную работу. Повышение усталостной прочности корпуса фрезы возможно осуществить путем снижения уровня 

напряжений, повышения усталостных характеристик материала, снижения концентрации напряжений, повышения качества 

обработанной поверхности. Практически это возможно осуществить за счет расположения режущих элементов в двух 

плоскостях с перекрытием друг друга, разностью длин стружечных канавок, утолщением сердцевины, применением кониче-

ской рабочей части корпуса, а также снижением температуры пайки пластин из твердого сплава и уменьшением шерохова-

тости поверхности при точении корпуса. 
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Normal and productive work of end mills when processing wood materials is possible in the absence of large values of elastic defor-

mations of the working part. The fulfillment of this condition is achieved by creating the required stress state in the cutter body due to the 

geometric characteristics and operating modes. The durability of end mills equipped with carbide inserts largely depends on the corre-

spondence of the concentration of alternating stresses to the fatigue characteristics of the cutter body material, on the wear of the teeth 

and their service life, on the attachment strength of the carbide inserts. The presence of abrasive wear inclusions in plate materials leads 

to rapid wear and dullness of the cutter teeth. The forces acting on the cutter from the side of the cutting resistance forces lead to elastic 

squeezing of the spindle-cutter system, friction of the rear surfaces against the material being processed, heating and breakage of the 

cutters. Hence, the low load-bearing capacity and wear resistance of the end mills results in short durability. Increasing the fatigue 

strength of the cutter body can be achieved by reducing the stress level, increasing the fatigue characteristics of the material, reducing 

the stress concentration, and improving the quality of the processed surface. In practice, this is possible due to the arrangement of the 

cutting elements in two planes with overlapping each other, the difference in the lengths of the chip grooves, the thickening of the core, 

the use of a conical working part of the body, as well as a decrease in the soldering temperature of the hard alloy plates and a decrease 

in the surface roughness when turning the body. 
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Введение. Эффективная работа концевых фрез при 

обработке изделий из древесины возможна только при 

отсутствии больших значений упругих деформаций 

рабочей части. Выполнение этого условия достигается 

созданием в корпусе фрезы необходимого напряженно-

го состояния за счет геометрических характеристик и 

режимов эксплуатации [1-6]. Долговечность концевых 

фрез, оснащенных пластинками из твердого сплава, во 

многом зависит от соответствия концентрации пере-

менных напряжений усталостным характеристикам ма-

териала корпуса фрезы, от износа зубьев и периода их 

стойкости и прочности крепления режущих пластин из 

твердого сплава. При изучении долговечности конце-

вых фрез необходимо рассмотреть такие вопросы, как 

характер усилий, действующих на фрезу в процессе 

работы со стороны сил сопротивления резанию, попе-

речные колебания фрез и их упругие деформации в си-

стеме шпиндель-фреза, а также форму упругой линии 

при отжиме рабочей части фрезы, условия возникнове-

ния контакта между задними поверхностями и обраба-

тываемым материалом [7-13]. 

Методы и средства исследований. Разработанные 

авторами [14-16] методы расчета концевых фрез не 

учитывают полностью реальные условия их работы. 

Поэтому зачастую фрезы, рассчитанные по соответ-

ствующим методикам, выходят из строя и ломаются. 

Чаще всего это происходит у фрез в том случае, когда 

отношение глубины обработки к диаметру фрезерова-

ния больше единицы. Для правильного расчета конце-

вых фрез необходимо знать предел переменных напря-

жений, превышение которого ведет к постепенному 

накоплению повреждений в теле фрезы и образованию 

трещин усталости. В связи с тем что динамические 

напряжения в фрезах превышают статические, их рас-

чет лучше всего производить по деформациям, возни-

кающим при работе концевых фрез. Для этого можно 

использовать связь между деформациями и перемеще-

ниями фрез относительно своей оси. При этом по 

принципу суперпозиции о независимости перемещений 

элемента в системе предположим, что при переходе в 

хвостовик рабочая часть жестко закреплена и переме-

щений в ней относительно оси фрезы не происходит. 

Плоскость действия результирующей сил резания 𝑃cut 
для всех типов рассматриваемых фрез не совпадает с 

направлением главных осей инерции их поперечных 

сечений. Поэтому все типы концевых фрез испытыва-

ют от действия силы резания напряжения косого изги-

ба. Кроме того, касательная составляющая силы реза-

ния оказывает действие крутящего момента. При этом 

деформированное состояние фрезы будет характеризо-

ваться прогибом 𝑣x от действия изгибающего момента, 

вызванного касательной составляющей силы реза-

ния,рис.1. Прогиб фрезы 𝑣𝑥 будет равен геометриче-

ской сумме прогибов ω и 𝑢: 

𝑣x = √ω
2 + 𝑢2             (1) 

где 

 ω – прогиб фрезы в направлении главной оси 𝑂𝑌, вы-

званный составляющей силы резания 𝑃y, мм; 

𝑢 – прогиб фрезы в направлении оси 𝑂𝑍 , вызванный 

силой 𝑃z, мм. 

 

 
Рис. 1. Схема определения перемещений концевой фрезы при действии сил сопротивления резанию 

 

Выделим в поверхностном слое корпуса фрезы бес-

конечно малый элемент размером dxdydz (рис.2а). Под 

действием изгибающего момента в нем возникнут рас-

тягивающие напряжения σx и касательные напряжения 

τxy = τyx, вызванные крутящим моментом (рис.2 б). 

Если сделать допущение, что упругий гистерезис фре-

зы бесконечно мал, то для определения напряжений 

можно воспользоваться законом Гука. 

{
σ = 𝐸εx = 𝐸 ⋅ 𝑍 ∙

1

ρ
= 𝐸 ∙ 𝑍 ∙

𝑑2𝑣x

𝑑𝑥2

τ = 𝐺 ⋅ γy = 𝐺 ⋅ 𝑍 ⋅
𝑑φ

𝑑𝑥

                 (2) 

где E;G – модули упругости при изгибе и кручении, 

МПа; 

εx; γy – относительные деформации при изгибе и кру-

чении, м; 

Z – расстояние от центра изгиба и кручения до рас-

сматриваемой точки, м. 

В случае поверхностного слоя Z=
𝑑

2
. 
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d – диаметр корпуса фрезы,м. 

φ – угол закручивания, º. 

Вторую производную от прогиба 𝑣x и первую про-

изводную от угла закручивания φ можно определить из 

дифференциальных уравнений изогнутой оси и угла 

закручивания. Согласно работам [17, 18] имеем 

 

 

Рис. 2. Напряжения в поверхностном слое концевой фрезы 
 

{

𝑑2𝑣x

𝑑𝑥2
=

𝑀(𝑥)

𝐸⋅𝐽i
𝑑φ

𝑑𝑥
=

𝑀K

𝐺⋅𝐽K

              (3) 

  

С учетом (3) система (2) примет вид 

{
σ(𝑥) =

𝑀(𝑥)⋅𝑍

𝐽i

τ(𝑥) =
𝑀K⋅𝑍

𝐽K

               (4) 

где  𝐽i – момент инерции сечения фрезы при изгибе отно-

сительно нормали к оси действия силы резания, кг·м2. 

В связи с тем, что нас интересуют максимальные 

напряжения в опасном сечении, изгибающий и крутя-

щий моменты можно выразить через прогиб и угол 

закручивания в точке 𝑂 (рис.3), где приложена резуль-

тирующая сил резания. По формулам сопротивления 

материалов имеем: 

 

 
Рис. 3. Схема определения перемещений фрезы под 

действием силы резания в точке ее приложения 

{
𝑀i =

𝑣0⋅3𝐸⋅𝐽𝑖

𝑙2

𝑀K =
φ0⋅𝐺⋅𝐽K

𝑙

                      (5) 

В системе (5) Величина 𝑙 определяется согласно 

рис.3, как 

𝑙 =
𝐻

2
+ 𝑙m  

где  
𝐻

2
 – половина глубины обработки, м; 

𝑙m – свободная длинна фрезы, м. 

Подставляя (5) в (4), определим напряжения в лю-

бой точке опасного сечения  

{

σ =
3𝐸⋅𝑍⋅𝑣0

𝑙2
=

3⋅𝐸⋅𝑍∙𝑣0

(
𝐻

2
+𝑙m)

2

τ =
𝐺∙𝑍⋅φ0

𝑙
=

𝐺⋅𝑍⋅φ0

(
𝐻

2
+𝑙m)

                             (6) 

В выражениях (6) неизвестны прогиб и угол закру-

чивания. Чтобы полностью учесть условия работы фре-

зы, определим их в динамике. Колебательный процесс 

фрезы при работе будет описываться двумя уравнени-

ями, характеризующими изгибно-крутильные колеба-

ния. На основании общего уравнения движения при 

колебаниях системы с одной степенью свободы, со-

гласно [19], уравнения будут иметь вид: 

{
�̈� + ωi

2 ⋅ 𝑣 =
1

𝑚i
⋅ 𝑃cut ⋅ sinω𝑡

φ̈ + ωk
2 ⋅ φ =

1

𝑚K
⋅ 𝑃K ⋅ sinω𝑡

                 (7) 

где  𝑚i, 𝑚K – приведенная масса рабочей части фрезы 

при изгибе и кручении, кг.  

Она определяется по соотношениям работы [20]. 

При приведении распределенной массы рабочей ча-

сти фрезы к сосредоточенной в центре она определяет-

ся из соотношения: 

𝑀w = 𝑀m −𝑀end = 𝑀m − π ∙ 𝑟end
2 ∙ 𝑙end ∙ 𝑞 

где 𝑀end – масса хвостовика фрезы, кг; 

𝑞 – плотность материала корпуса фрезы, кг/м3; 

𝑙end – длина хвостовика, м; 

𝑟end – радиус хвостовика, м; 

𝑀m – полная масса фрезы, кг. 

Решение каждого управления системы (7) склады-

вается из общего решения и частного решения. Соглас-

но работе [6], решения системы представится в виде: 

 

{
 
 

 
 𝑣 = 𝐶1 ⋅ cosωi𝑡 + 𝐶2 ⋅ sinωi𝑡 +

𝑃𝑝

𝑚𝑖
⋅

1

(ωi
2−ω2)

∗

sin(ω𝑡 − φ)

𝜑 = 𝐶1 ⋅ cosωk𝑡 + 𝐶2 ⋅ sinωk𝑡 +
𝑃𝑘

𝑚k
⋅

1

(ωk
2−ω2)

∗

sin(ω𝑡 − φ)

 (8) 

где ωi; ωk – собственные частоты рабочей части 

фрезы, с-1. 

В момент времени t = 0,𝑣 и φ равны нулю и �̇� и φ̇ 

также равны нулю. Тогда перемещение фрезы и угол 

закручивания будут определяться при чисто вынуж-

денных колебаниях рабочей части: 

{
𝑣 =

𝑃cut

𝑚i
⋅

1

(ω4
2−ω2)

⋅ sin(ω𝑡 − φ)

φ =
𝑃k

𝑚k
⋅

1

(ωk
2−ω2)

⋅ sin(ω𝑡 − φ)
                  (9) 

Силы 𝑃cut и 𝑃K можно определить по формулам: 

{
𝑃cut = 108 ⋅ 𝑎n ⋅ 𝐻Zmax ∙ 𝐻 ⋅ 𝑈n

0,2

𝑃K = 𝑎n ⋅ 𝐾Zmax ⋅ 𝐻 ⋅ 𝑈n
0,2                (10) 

где an – поправочный коэффициент на плотность обра-

батываемого материала и затупление фрез; 

Un – подача на оборот, мм; 

KZmax – максимальныйкоэффициент влияния остроты 

зубьев фрезы; 

HZmax – максимальная глубина резания, мм. 



Системы Методы Технологии. А.В. Сергеевичев и др. Анализ прочностных … 2021 № 2 (50) с. 94-99 

 

97 

В системе уравнений (9) не определены собствен-

ные частоты фрезы при изгибе и кручении. Для кон-

сольных стержней, согласно работе [21], их можно 

определить по формулам: 

при кручении 

ωk =
π(2𝐾−1)

2𝑙w
⋅ √

𝐺⋅𝐽K

𝑞⋅𝐽ρ
                 (11) 

при изгибе 

ωi =
π(2𝐾−1)

2𝑙w
2 ⋅ √

𝐸⋅𝐽i

𝑞⋅𝐹
                 (12) 

где 𝐾 – порядковый номер частоты; 

𝑙w – длина рабочей части фрезы, м; 

𝑞 – плотность материала фрезы, кг/м3; 

𝐽ρ – полярный момент инерции при кручении. 

𝐽ρ = ∫ 𝑟2 𝑑𝐹
𝐹

 или 𝐽ρ = 𝐽y + 𝐽z 

где 𝐹 – площадь поперечного сечения, м2; 

𝐽𝐾 – момент инерции кручения,кг·м2,  

𝐽𝑖 – момент инерции сечения фрезы при изгибе относи-

тельно оси, совпадающей с направлением вектора силы 

резания, кг·м2. 

По формуле сопротивления материалов он опреде-

лится как: 

𝐽i = 𝐽y ⋅ cos
2 ε + 𝐽z sin

2 ε −
(𝐽y−𝐽z) tg 2ε

2
sin 2ε           (13) 

где  𝐽y и 𝐽z – моменты инерции относительно главных 

центральных осей, кг·м2; 

ε – угол между вектором равнодействующей силы ре-

зания и осью 𝑂𝑌, º. 

Максимальное перемещение и угол закручивания 

будут при sin(ω𝑡 − φ) = 1. Они определяются как: 

{
𝑣 =

𝑃cut

𝑚i
⋅

1

(ωi
2−ω2)

=
1,08⋅𝑎n⋅𝑘𝑧max⋅𝐻⋅𝑈n

0,2

𝑀w⋅(ωi
2−ω2)

φ =
𝑃K

𝑚k
⋅

1

(ωk
2−ω2)

=
𝑎n⋅𝑘zmax⋅𝐻⋅𝑈n

0,2

𝑀w⋅(ωk
2−ω2)

               (14) 

Подставляя выражения (14) в систему (6), опреде-

лим напряжения в любой точке опасного сечения: 

{
 
 

 
 σ =

3,2⋅𝐸⋅𝑍⋅𝑎n⋅𝑘Zmax⋅𝐻⋅𝑈n
0,2

(
𝐻

2
+𝑙m)

2
⋅(ωi

2−ω2)⋅𝑀w

τ =
𝐺⋅𝑍⋅𝑎n⋅𝑘Zmax⋅𝐻⋅𝑈n

0,2

𝑀w⋅(ωk
2−ω2)⋅(

𝑛

2
+𝑙m)

              (15) 

В зависимости от расстояния Z, определяющего по-

ложение рассматриваемой точки, можно определить 

величину напряжений в опасном сечении. Максимум 

их составит на поверхности корпуса фрезы. Для разных 

типов фрез расстояние Z определяется в зависимости 

от конструктивных параметров, а в особенности от уг-

ла наклона плоскости передней грани относительно 

главных центральных осей инерции. 

Определив напряжения в опасном сечении, произ-

ведем расчет концевых фрез на усталостную проч-

ность. Особенность работы фрез заключается в том, 

что амплитуды напряжений у них изменяются во вре-

мени от минимальных к максимальным по мере затуп-

ления. Совокупность амплитуд напряжений за период 

стойкости фрез будет составлять блок нагружения [21, 

22, 23]. Особенность нагружения в блоке состоит в том, 

что амплитуды напряжений возрастают не непрерывно, 

а с “паузами отдыха” при холостом ходе, остановке 

станка и т.д. В связи с тем что амплитуды напряжений 

во времени будут зависеть от степени затупления фрез, 

функцию их распределения можно представить в виде 

закона изменения энергетических показателей фрезе-

рования от радиуса закругления режущих кромок фре-

зы. Согласно данным работ [10, 11, 12] по затупления 

фрез, закон распределения амплитуд нормальных σ и 

касательных τ напряжений будет носить экспоненци-

альный характер. Количество блоков нагружения за 

срок службы фрез будет зависеть от количества пере-

точек и числа реставраций фрез путем перепайки. 

Результаты и обсуждение.В соответствии с кор-

ректированной линейной гипотезой суммирования 

усталостных повреждений [20] определим разрушаю-

щее число блоков нагружений по касательным и нор-

мальным напряжениям. В соответствии с экспоненци-

альным законом распределения амплитуд напряжений 

в блоке имеем: 

λ =
𝑎p⋅𝑁0⋅𝑋0

𝑚⋅2𝑚−1

γσ⋅ψ(2𝑚+2)⋅𝑃(2𝑥0;2𝑚+2)
          (16) 

где  𝑥0 =
σ−1𝐷

σ𝑎
 или 𝑥0 =

τ−1𝐷

τ𝑎
 – отношение пределов вы-

носливости концевых фрез по нормальным и касатель-

ным напряжениям к предельным амплитудам цикла; 

𝑁0 – число циклов, соответствующее точке перелома на 

кривой усталости; 

m – параметр кривой усталости, характеризующий 

наклон левой ветви; 

𝑃(2𝑥0; 2𝑚 + 2) – табулированная функция интеграла 

вероятностей. 

Величина ψ(2𝑚 + 2) определяется как  

ψ(𝑛) = {
(𝑛 − 2)‼√

π

2

2
𝑛

2
−1 (

𝑛

2
− 1) !

при нечетном и четном n 

𝑎p – коэффициент, корректирующий линейную гипоте-

зу суммирования повреждений; при экспоненциальном 

законе распределения амплитуд напряжений в блоке: 

𝑎p =

𝑃(2𝑌0;4)

𝑃(2𝑌0;2)

12−𝑌0
− 𝑌0                  (17) 

где 

𝑌0 =
0,5𝜎−1𝐷

�̅�𝑎
 или 𝑌0 =

0,5𝜏−1𝐷

�̅̅�𝑎
         (18) 

γσ – общее число циклов повторения амплитуд всех 

уровней в блоке нагружения, определяется как: 

γσ = 𝑡e ∙ 𝑛m              (19) 

где 𝑡e – период стойкости фрезы по машинному време-

ни, мин; 

𝑛m – частота вращения фрезы, мин−1. 

Функцию плотности экспоненциального распреде-

ления амплитуд напряжений, рекомендуется представ-

лять в виде: 

𝑓(σa) =
1

σ̅a
⋅ 𝑒

−(
σa
σ̅a
)
               (20) 
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Найдем параметр кривой усталости m: 

𝑚 =
lg
𝑁0
𝑁

lg
σa
σ−1

 или 𝑚 =
𝑐

𝐾σD
             (21) 

где 𝑐 ≈ 18 для легированных сталей; 

𝑘σD – суммарный коэффициент, учитывающий влияние 

всех факторов на сопротивление усталости. 

𝐾σD =
σ−1

σ−1D
=

𝑘σ

𝑒σ
+

1

β
− 1       (22) 

где 𝜎−1D – предел выносливости концевых фрез при 

симметричном цикле; 

β – коэффициент, характеризующий влияние качества 

обработки; 𝛽 ≈ 0,5; 

𝐾σ – эффективный коэффициент концентрации; для 

концевых фрез 𝐾𝜎 = 1,8; 

𝑒σ – коэффициент влияния размеров сечения фрезы; 

𝑒σ ≈ 0,96 при 𝐷 = 16 мм. 

Для практических расчетов концевых фрез на вы-

носливость можно принимать 𝐾σD ≈ 2,8 − 3,2. Исходя 

из (22) величину m примем равной 6. 

Определим величину ψ(2𝑚 + 2) 

ψ(14) = 2
14
2
−1 (

14

2
− 1) ! = 46 ∙ 103 

Выразим предел выносливости фрез по нормальным 

напряжениям через предел выносливости материала. 

Из формулы (22): 

σ−1D =
σ−1

𝐾σD
=

σ−1

2,9
= 0,34 𝜎−1   

В связи с тем, что разница суммарных коэффициен-

тов влияния всех факторов на сопротивление усталости 

при изгибе и кручении незначительна, то аналогично 

можно записать τ−1D = O,34τ−1 

Тогда 

{
𝑋0 =

0,34σ−1

σ̅a

𝑌0 =
0,17σ−1

σ̅a

 или {
𝑋0 =

0,34τ−1

τ̅a

𝑌0 =
0,17τ−1

τ̅a

 (23) 

Принимая число циклов 𝑁0 = 10
7 и учитывая вы-

шенайденные величины, можно выражение (16) пере-

писать в виде: 

{
λσ = 7 ∙ 10

3 𝑎w∙𝑋0
6

γσ∙𝑃(2𝑋0;6)

λσ = 7 ∙ 10
3 𝑎w∙𝑋0

6

γτ∙𝑃(2𝑋0;6)

     (24) 

В выражениях (24) при определении корректирую-

щего коэффициента 𝑎w и интеграла вероятностей P(X; 

Y; n) необходимо воспользоваться соответствующими 

значениями коэффициентов загруженности 𝑋0 и 𝑌0. 

В связи с тем, что мы приняли случай 𝑚σ = 𝑚τ =
𝑚, при совместном действии касательных и нормаль-

ных напряжений общий ресурс работы концевых фрез, 

выраженный в количествах их установок в станок, 

определился из выражения: 

λ =
λσ∙λτ

(λσ

2
𝑚+λτ

2
𝑚)

𝑚
2

=
λσ∙λτ

(λσ
0,33+λτ

0,33)
3        (25) 

Таким образом, одним из основных путей повыше-

ний ресурса работы концевых фрез по усталостному 

разрушению являются: снижение уровня напряжений, 

повышение усталостных характеристик материала кор-

пуса, снижение концентрации напряжений в опасном 

сечении, улучшение качества поверхности корпуса. 

Заключение 

1. В процессе работы напряжения в концевой фрезе 

непостоянны, они возрастают от минимума к максиму-

му. Закон распределения плотности напряжений при их 

возрастании носит экспоненциальный характер. Сово-

купность амплитуд напряжений всех уровней при ра-

боте фрез до затупления составляют блок нагружения. 

Число блоков нагружения фрез при работе соответ-

ствует количеству переточек и их установок в станок. 

2. Прогнозирование ресурса работы корпуса фрезы 

до разрушения можно осуществлять с учетом всех цик-

лов нагружения при использовании корректированной 

линейной гипотезы суммирования усталостных повре-

ждений. 

3. Долговечность концевых фрез при работе зависит 

от двух факторов: несущей способности корпуса и из-

носостойкости зубьев. Влияние их на долговечность 

неравнозначно. Повышение несущей способности кор-

пуса фрезы позволит увеличить подачу на зуб, понизив 

тем самым путь резания на единицу длины обрабаты-

ваемого паза. Кроме того, оснащение фрез режущими 

материалами с высокой стойкостью позволит повысить 

их усталостные характеристики. 
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