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В статье рассматривается вопрос применения ультразвука в деревообработке, что позволяет значительно повысить ка-

чество и производительность технологических процессов, даёт широчайшие возможности для механизации и автоматиза-

ции технологических процессов и (очень часто)  позволяет снизить как материальные, так и финансовые затраты на  произ-

водство. Проведено исследование коэффициента поглощения ультразвука. Представлен расчет математической модели 

движения ультразвука в древесине. Представлено построение уравнений движения с учетом реологии материала древесины, 

в виде волновых уравнений для ультразвука. Получена оценка коэффициента поглощения для вязко-упругого материала. Для 

решения задачи была использована реологическая модель для природного полимера с учетом сил инерции. Разработана мате-

матическая модель движения ультразвука в древесине, учитывающая реологические характеристики древесины и позволяю-

щая прогнозировать изменение анатомических и химических свойств древесины в процессе ультразвуковой обработки. Дан-

ная математическая модель необходима для разработки технологических рекомендаций по осуществлению процессов подго-

товки древесины и ведения процесса отделки древесины лакокрасочными материалами с целью формирования покрытий с 

улучшенными эксплуатационными свойствами, заключающимися в предварительной обработке древесины ультразвуком до 

нанесения лакокрасочного покрытия. 
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The article deals with the use of ultrasound in woodworking, which can significantly improve the quality and productivity of techno-

logical processes, provide the widest opportunities for mechanization and automation of technological processes and reduce both mate-

rial and financial costs of production. The study of the ultrasound absorption coefficient is carried out. The calculation of a mathemati-

cal model of the motion of ultrasound in wood is presented. The construction of the equations of motion taking into account the rheology 

of the wood material, in the form of wave equations for ultrasound, is presented. An estimate of the absorption coefficient for a viscoe-

lastic material is obtained. To solve the problem, a rheological model for a natural polymer is used, taking into account the forces of 

inertia. A mathematical model of the motion of ultrasound in wood is developed, which takes into account the rheological characteris-

tics of wood and allows predicting changes in the anatomical and chemical properties of wood during ultrasonic processing. This math-

ematical model is necessary for the development of technological recommendations for the implementation of wood preparation pro-

cesses and the process of finishing wood with paint and varnish materials in order to form coatings with improved performance proper-

ties, which consist in the preliminary treatment of wood with ultrasound before applying the paint and varnish coating. 

 

Keywords: ultrasound, wood, equation of motion, displacement. 

 
Введение. В настоящее время ультразвуковые тех-

нологии являются одними из самых экологически чи-

стых, высокопроизводительных и высококачественных 

технологических процессов. При воздействии ультра-

звуковых колебаний в среде возникают переменные 

смещения [1, 2].  

Использование ультразвука имеет ряд преиму-

ществ: повышает твердость и плотность поверхности, 

придает эффект полирования поверхности, выравнива-

ет механические свойства поверхности, повышает ка-

чество технологических процессов, снижает матери-

альные затраты на производство [13, 14]. 

В деревообработке применение ультразвука разви-

вается по трем направлениям:  

1. ультразвуковая сушка древесины; 

2. ультразвуковая резка пиломатериалов; 

3. модификации древесины.  
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В лаборатории СПбГЛТУ проводятся исследования 

по изучению движения ультразвука в древесине. Ана-

литическое исследование представления коэффициента 

поглощения ультразвука в материале древесины пред-

ставляет непосредственный научно-технический инте-

рес [15, 16]. 

Методика исследования. Решение задачи выполня-

ется в два этапа: построение уравнений движения с уче-

том реологии материала древесины и представлении их 

в виде волновых уравнений для ультразвука [7, 8]. 

Интенсивность ультразвука уменьшается с увели-

чением расстояния от источника излучения в соответ-

ствии с формулой: 

                I = I0exp(- 2αx),                                   (1) 

где I0 - интенсивность источника ультразвука, α – ам-

плитудный коэффициент поглощения, х – координата 

расстояния. 

Древесина является природным полимером, для ко-

торого характерны деформации: упругие, высокоэла-

стичные и вязкотекучие. Этим деформациям соответ-

ствуют физические состояния: стеклообразное (твер-

дое), высокоэластичное (твердое) и вязкотекучее (жид-

кое). В термо-акустических полях по мере повышения 

их интенсивности материал древесины переходит из 

твердого состояния в текучее. В высокоградиентных 

термо-акустических полях, воздействующих на мате-

риал древесины, он может находиться одновременно  в 

упруго-вязко- пластическом состоянии. В древесинове-

дении исследованы деформационные свойства матери-

ала древесины и определена его реологическая модель 

в виде суперпозиции тел Гука и Кельвина. 

Исследование. Реологическая модель вязко-упруго-

пластического однородного материала (нормальные 

напряжения σ – деформация ε) имеет вид [3]: 

       σ + tr*  dσ /dt = Eε + μ* dε /dt + К* ,       (2)  

сдвиговые напряжения τ – угловая деформация γ [4, 5], 

             τ + tr dτ /dt = Gγ + μ dγ /dt + К ,       (3) 

Уравнения движения в сплошной среде связывают 

пространственные градиенты напряжения с массовыми 

силами и силами инерции и составляются исходя из 

условия того, что масса, умноженная на ускорение, 

равна сумме всех сил, действующих на массу; в общем 

виде оно имеет вид: 

rDL/Dt=M+P,                              (4) 

где М – массовая сила в единице объёма, Р – поверх-

ностная сила, действующая на единицу массы, ско-

рость движения в векторном виде: 

   L=iu+jv+kw,                              (5) 

оператор дифференцирования: 

D/Dt= / t+d /d t= / t+u / x+v / y+w / z,  (6) 

где u, v, w – скорости движения вдоль прямоугольных 

координат x, y, z, ∂ /∂t – оператор нестационарности, 

d/dt – оператор конвективности. 

Проекции массовой и поверхностной сил на коор-

динатные оси: 

                       M = iX + jY + kZ,          (7) 

                      P = i Px + j Py + k Pz.         (8) 

Поверхностной силе, отнесенной к единице объема, 

соответствует уравнение (рисунок 1): 

               P =  px / x +  py / y +  pz/ z,        (9) 

где ,  - нормальные напряжения и касательные 

напряжения. 

 

Рис. 1. К выводу тензора напряжений при неоднород-

ном напряженном состоянии. 

Напряжения, действующие на элементарные пло-

щадки равны: 

                    рx=ix+jxy+kxz,                            (10) 

                     рy=iyx+jy+kyz,                            (11) 

                      рz=izx+jzy+kz,                            (12) 

где , - соответственно  нормальные и касательные 

напряжения. 

Поверхностная сила имеет векторное представление:  

P=i(x/x+xy/y+xz/z)+j(xy/x+y/y+ 

+ yz/z+k(xz/x+yz/y+z/z)                (13) 

Уравнения движения деформируемого материала 

при пренебрежении массовыми силами примут вид:  

r𝐷𝑢/𝐷𝑡 = (x/x + xy/y + xz/z)
rDv/Dt = (xy/x + y/y + yz/z)

rDw/Dt = (xz/x + yz/y + z/z)
}     

 

(14) 

 

При рассмотрении колебательного движения кон-

вективной составляющей ускорения можно пренебречь 

и система уравнений (14) переходит в: 
 

r ∂u/ ∂t = (x/x + xy/y + xz/z)
r ∂v/ ∂t = (xy/x + y/y + yz/z)

r ∂w/ ∂t = (xz /x + yz/y + z/z)
} 

 

(15) 

 

Относительное объемное изменение материала равно: 

                 d(δV)/δV=e=εx+εy+εz.                       (16)       

В акустике, как одном из разделов механики 

сплошных сред, вводится понятие «частицы» среды 

элементарного объема δV. Элементарному объему сре-

ды ставится в соответствие радиус-вектор r, его дефор-

мируемому смещению соответствует вектор s. Коорди-

натное представление вектора смещения имеет вид:      

                      s=isx+jsy+ksz,                                      (17) 
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Скорость вектора смещения равна: 

           ds/dt=d(isx+jsy+ksz)/dt.                           (18) 

При движении материала древесины скоростям 

смешения соответствуют  покомпонентные  скорости 

движения: 

                        ds/dt=iu+jv+kw,                          (19) 

где u=dsx/dt , v =dsy /dt, w=dsz /dt, 

и соответственно: 

 sx=∫udt,sy=∫vdt,sz=∫wdt.                      (20) 
  

При переходе в левых частях равенств (15) от ско-

рости к смещению получаем систему уравнений, свя-

зывающих смещение с напряжением: 
 

r∂2sx/ ∂t2 = (x/x + xy/y + xz/z)
r ∂2sy/ ∂t2 = (xy/x + y/y + yz/z)

r ∂2sz/ ∂t2 = (xz/x + yz/y + z/z)
}   

 

(21) 

 

Запишем связь деформации с пространственными 

градиентами вектора смещения: 
 

 

εх = ∂sx/ ∂x
εy = ∂sy/ ∂y

εw = ∂sz/ ∂z
γxy = ∂sx/ ∂y + ∂sy/ ∂x

γyz = ∂sy/ ∂z + ∂sz/ ∂y

γzx = ∂sz/ ∂x + ∂sx/ ∂z}
  
 

  
 

                       

 

 
(22) 

 

 

и соответственно для скорости деформации: 
 

𝑑𝜀х /𝑑𝑡 = 𝑑(𝜕𝑠𝑥/𝜕𝑥)/𝑑𝑡

𝑑𝜀𝑦/𝑑𝑡 = 𝑑(𝜕𝑠𝑦/𝜕𝑦)/𝑑𝑡

𝑑𝜀𝑤/𝑑𝑡 = 𝑑(𝜕𝑠𝑧/𝜕𝑧)/𝑑𝑡
𝑑𝛾𝑥𝑦/𝑑𝑡 = 𝑑(𝜕𝑠𝑥/𝜕𝑦 + 𝜕𝑠𝑦/𝜕𝑥)/𝑑𝑡

𝑑𝛾𝑦𝑧/𝑑𝑡 = 𝑑(𝜕𝑠𝑦/𝜕𝑧 + 𝜕𝑠𝑧/𝜕𝑦)/𝑑𝑡

𝑑𝛾𝑧𝑥/𝑑𝑡 =  𝑑(𝜕𝑠𝑧/𝜕𝑥 + 𝜕𝑠𝑥/𝜕𝑧/𝑑𝑡 }
  
 

  
 

               (23) 

или   
 

       

𝑑εх/𝑑𝑡 = 𝜕𝑢/𝜕𝑥
𝑑ε𝑦/𝑑𝑡 = 𝜕𝑣/𝜕𝑦𝑦
𝑑ε𝑤/𝑑𝑡 = 𝜕𝑤/𝜕𝑧

𝑑𝛾𝑥𝑦/𝑑𝑡 = 𝜕𝑢/𝜕 + 𝜕𝑣/𝜕𝑥

𝑑𝛾𝑦𝑧/𝑑𝑡 = 𝜕𝑣/𝜕𝑧 + 𝜕𝑤/𝜕𝑦

𝑑𝛾𝑧𝑥/𝑑𝑡 = 𝜕𝑤/𝜕𝑥 + 𝜕𝑢/𝜕𝑧}
  
 

  
 

                      (24) 

 

Замыкание построенных уравнений смещения 

должно производиться путем рассмотрения связи тен-

зора напряжений с тензором деформаций соответству-

ющих реологий. В соответствии с  реологическими 

моделями можно записать:  
 

        

σ𝑥 = 𝐸ε𝑥 + μ ∗ 𝑑𝜀𝑥/𝑑𝑡 + 𝐾 ∗
σ𝑦 = 𝐸ε𝑦 +  μ ∗ 𝑑𝜀𝑦/𝑑𝑡 + 𝐾 ∗

σ𝑧 = 𝐸ε𝑧 + μ ∗ 𝑑𝜀𝑧/𝑑𝑡 + 𝐾 ∗
τ𝑥𝑦 = 𝐺γ𝑥𝑦 + μ𝑑𝛾𝑥𝑦/𝑑𝑡 + 𝐾

τ𝑦𝑧 = 𝐺γ𝑦𝑧 + μ𝑑𝛾𝑦𝑧/𝑑𝑡 + 𝐾

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺γ𝑧𝑥 + μ𝑑𝛾𝑧𝑥/𝑑𝑡 + 𝐾 }
  
 

  
 

                 (25) 

В технических приложениях воздействия ультра-

звука на материал принимается плоская структура вол-

новых колебаний [3,4]. Это означает, что смещение, 

деформация, напряжение и другие параметры, характе-

ризующие состояние материала древесины, зависят от 

одной пространственной координаты, совпадающей с 

направлением распространения волны и времени [5, 6].       

Смещению частиц среды в бегущей плоской волне со-

ответствует представление: 

S = A exp[i(ω ± kx)],                         (26)  

где А – амплитуда колебания, ω – частота, k-волновое 

число.  

Общее решение волнового уравнения имеет вид: 

S = A exp [i (ωt – kx)] + Bexp[i(ωt + kx)] ,             (27) 

здесь ω - частота, k = ω /с = ω (ρ /Е)1/2 – волновое число. 

Плоской волне в вязком материале соответствует 

уравнение для  напряжения: 

σ = μ* dε /dt   = μ* ∂2s/∂x∂t ,              (28) 

тогда волновое уравнение принимает вид:  

ρ∂2 s /∂t2   = μ* ∂3 s / ∂x2 ∂t ,        (29) 

или 

                       ρ∂2 s /∂t2  =iωμ* ∂2 s / ∂х2  ,               (30) 

или 

                        ρ∂2 s /∂t2  = E0  ∂2 s / ∂х2  ,               (31) 

Для вязко-упругого материала напряжение в рас-

сматриваемых условиях равно [17, 18]: 

                         σ =  E ε + μ* dε /dt  ,      (32) 

и волновое уравнение принимает вид: 

               ρ∂2 s/∂t2 = Е ∂2s /∂x2 + μ* ∂3 s / ∂x2 ∂t ,      (33) 

или 

               ρ∂2 s  /∂t2 =( E + iωμ*) ∂2 s/ ∂х2  ,              (34) 

или 

                    ρ∂2 s /∂t2 = E* ∂2 s / ∂х2  ,             (35) 

здесь введен комплексный модуль упругости  

Е* =Е+iωμ* .  

После соответствующих вычислений получаем 

оценку коэффициента поглощения для вязко-упругого 

материала [9, 10]: 

                α= 2 -1/2ω[ω μ* ρ /(E2+ω2 μ2
* )]1/2 ,      (36) 

которая при Е=0 переходит в коэффициент поглощения 

для вязкой среды [11, 12]. 

Для определения коэффициента поглощения волно-

вых колебаний в древесине воспользуемся   реологиче-

ской моделью [10]:  

          σ = Eε+μ* dε/dt +К*- tr*  (Edε /dt+ μ* d2ε /dt2),     (37) 

или 

               σ = Еε+μ* dε/dt -tr* μ*  d2ε/dt2  ,      (38) 

где μ*  = μ*  – tr* E. 

Представляя деформацию смещением, получаем 

уравнение: 

   σ = Е ∂s/∂x + μ* ∂2s / ∂x ∂t  - tr* μ* ∂3s/ ∂x ∂t 2    (39) 

Для волновых колебаний (27) принимает вид: 

     ρ∂2s/∂t2=E∂2s/∂x2 iωμ ∂2s /∂x2 + tr* μ* ω2 ∂2s /∂x2      (40) 
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или 

     ρ∂2s /∂t2 = [ (E + tr* μ* ω2 )  + iωμ ] ∂2s /∂x2      (41) 

Сравнивая уравнения (34) и (37) [19, 20], видно, что 

здесь коэффициент поглощения можно получить путем 

замены E → E + tr* μ* ω2.  

Заключение. Разработанная математическая мо-

дель движения ультразвука в древесине учитывает рео-

логические характеристики древесины и позволяет 

прогнозировать изменение анатомических и химиче-

ских свойств древесины в процессе ультразвуковой 

обработки. 
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